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Espaces vectoriels normés

Dans ce chapitre, E désigne un K-ev.

1. Norme

r.r. Définition et premiéres propriétés

Définition : Remarque :
On appelle norme de E (ou sur E) toute application N : E—R telleque: Si N est homogene, en prenant A=0,
1. Vx€E, N(x)=0 (positivité) N(0-x)=[0| N(x)=0,
2. Vx€E, VA€EK, N(Ax)=[J|N(x) (homogénéité) donc N(0,)=0 : laréciproque de
3. Vx,y€E, N(x+y)<N(x)+N(y) (inégalité triangulaire) l'axiome de séparation est déja
4. Vx€E, N(x)=0 < x=0, (axiome de séparation) acquise.
Une norme est généralement notée N, || |, || [l,, peR], || IL..

Définition :
H Le couple (E, N) est appelé espace vectoriel normé.

Proposition :

‘ Soit N : E—R telle que N(0,)=0et Vx€E, VA€K, N(Ax)<|A|N(x). Alors N est homogene.

Preuve :

1“cas : =0 : N(0-x)=N(0,)=0=0-N(x)

s 1 1 1 1
2™ cas : A#0 : onpose y=A-x < X=2Y, alors N(Iy < E‘y o N(x)<mN()L‘x) & N(Ax)=[AN(x).
Note :
Dans la suite du chapitre, on note || || une norme de E.
Définition : Proposition :
| On dit qu'un vecteur x€E est unitaire ou normé pour || || si [|x||=1.

Soit x€ E\{0]. ﬁ est normé.
x

Proposition : 2°™ inégalité triangulaire :

| Soit (x,y)€E. |Ixll=llyll<llx—yll.

Preuve :
[xll=l(x=y)+ylI<llx+ I+l = [xll=lIyl</lx=yll.
De méme, ||y[|—||x]l<[ly—x[l=[lx—yll.

Définition :

On appelle distance associée 2 la norme || || I'application d : EXE—R telle que V(x,y)€E>, d(x,y)=|x—y|.

Proposition : Remarque :
La distance d associée a || || vérifie : Soit E un espace non vide. Toute application d : EXE—R
1. V(x,y)€E d (x,y)=0. vérifiant les propriétés de la proposition est appelée
2. Y(x,y)€E? d(y,x)=d(x,y) distance sur E.

(
3. V(x,y,z)€E’, d(x,z)<d(x,y)+d(y,z)
4, V(x,y)EEz, d(x,y)=0 & x=y.

Définition :
Soit a€E (E normé) et AcE, A#£. On appelle distance de a a A le réel noté d (a, A) vérifiant
d(a,A)=inf{||a—x||, x€A]}.




r.2. Exemples fondamentaux

1.2.1. Norme euclidienne

Théoréme :
Soit (E,{ | )) un espace vectoriel réel muni d'un prduit scalaire noté ( | ) (espace préhilbertien réel).
L'application || ||, : x€E+>V(x|x) estune norme sur E, dite norme euclidienne.

Remarques :
— L'inégalité triangulaire est le point délicat, elle provient de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
— Quand on pense étre en présence d'une norme euclidienne, on détermine ce qui doit étre le produit scalaire associé
et on montre que c'est bien un produit scalaire sur E .

1.2.2. E=K"

Définition :

n n

Soit x=(x,,...,x,)€K". Onnote ||x|,=>_ |x|, [lx]L=y>
—1

i
i=1 i

2

)

’ X X

, et ||x||,=max (
1<i<n

Proposition :
Il I, II'll, et [l sont trois normes de K", dites normes usuelles de K".

Preuve :
|| |I, : —Positivité évidente.
—Soit x=(x,,...,x,)EK" et A€EK, Ax=(Ax,...,Ax,) = ||)Lx||1=i|/lx,|=|l|||x||l = Homogénéité.
—Soient x=(x,,...,x,)eK" et y=(y,,...,y,)EK", x+y=(x1+y1,.iiix,1+yn)
leryl=3 et < 33 =l +lyl, = Inégalité triangulaire.
o = P
—Soit x=(x,,...,x,)€EK" tel que || x|, =0, c'est-é-direZn:|x,.|=0, donc Vi€[l,n], |x|=0
Donc Vi€[1,n], x,=0, donc x=0,, = Axiome dg;éparation.
| |l, : Dansle cas ot K=R. Il s'agit de la norme issue du produit scalaire usuel de R" : Si x=(x,,...,x,) et

y=(y1,..,¥.), (xly)=> x,y,. Ainsi ||x|l,=v(x|x), eton saitque { | ) estun produit scalaire sur R".
i=1
|1l : Six=(x,...,x,)eEK",

xi|: [ x

|x|l,=max|x | vérifie : Vie[l,n],

x|<llxll,, et 3i,€[1,n] tel que [|x],=

x|
Lo

L., et|x|>0 = Positivité.

—Soit A€eK, x=(x1,...,xn)EK". /1x=(/1xl,...,/1xn), et Vie[l,n], /Ixi‘=|/1||xi‘<|)t||xiu‘=‘/1xio‘
Ainsi |2x, , i€[1,n]}, ety appartient, donc |l||x,.0’=max{|lxi|, i€[1,n]}.

Ainsi [|Ax]l.=|4||| x|l = Homogénéité.

—Soient x=(x,,...,x,) et y=(y,,...,y,)€EK". x+y=(x,+y,,....x,+,).
Soit i€[1,n], |x+y|<|x|+|y|<lxlL.+yll.., donc |lx|l..+]yll.. majore {
Donc ||x+y|,<||x[l.+||yll, = Inégalité triangulaire.

—Soit x=(x,,..., x,)€K" tel que ||x|l,=0. Vi€[1,n], 0<
Ainsi x=0; = Axiome de séparation.

majore {|A x,

x,+yl|, i€[l,n]}

x|</|x]l.=0, donc |x|=0, donc x,=0.

Proposition : généralisation du cas précédent :
On suppose que E est un espace de dimension # finie, n>1. Soit B=(e,, ..., e,) une base de E.

n
RETE

| I, ;et |l Il , sont des normes de E, associées a la base 3.

n n

Pour ¥=Y x,Z€E, onnote ||5c’||1$:z

i=1 i=

X

*, et||%]|, ,=max|x].
! I<i<n

1]




1.2.3. E=%"[a, b], K)

Définition :

(soit fe#°([a, b K), onpose [£ll= |7 (cdr. b=y J:|r(e/lar

t)fdr, et fllL.=sup|f(r)|

Proposition :
‘ Il 1l,, II'll,, et]l |l sontdes normes de E.

Preuve :
—Soit A€K, feE. | | estpositive, et A £ =[ 12 rl=]Alf IfI=llfll, - Homogénéité.
. b b b b L. .
— Soient f et g€E, ||f+g||l:fa|f+g| < fﬂ|f|+|g|:fa|f|-|-‘]‘a|g|:||f||1+||g||1 — Inégalité triangulaire.
— Soit f€E tel que ||f|,=0,

|| est nulle et donc f estnulle — axiome de séparation.
Ainsi, || ||, est une norme sur E.

b
est continue sur [a, b] et positive, donc fa |f|=0, par théoreme,

Pour montrer que || ||, est une norme euclidienne sur E, on introduit ce qui doit étre le produit scalaire associé.

b
Si f et geE, (flg)= fu f g, estlinéaire a droite par linéarité de l'intégrale, symétrique, positive par positivité de
l'intégrale. Soit f€E telle que { f|f)=0, L f2=0, f* estcontinue et positive sur [a,b], donc par théoreme

f?=0, etdonc f=0. Ainsi ( | ) estun produit scalaire, donc || ||, est une norme euclidienne.
Le cas de || ||, sera étudié plus généralement dans le paragraphe suivant.

1.2.4. Norme de la convergence uniforme sur A

Définition :
H Soit AcR, A## . Onnote #(A,K) I'ensemble des applications de A dans K qui sont bornées sur A.

Propriété : Définition :
#B(A,K) est un sous-espace vectoriel de 7 (A,K). H VfeB(A,K), onpose | fll. =217 ()
tEA
Théoréme :

| Il , estune norme sur #B(A,K) appelée norme de convergence uniforme sur A, ou norme infinie sur A.

Preuve :

Soit feB(A,K). VieA, |f(t)<[fll.. Soit MR, tel que Vt€A, |f(t)|<M. Alors || f]l.<M.

En effet || f||.. est le plus petit des majorants. On dit qu'on «passe au sup a gauche » .

—Soit f€E, ett€A. ||fll.=|f(£)]=0 = Positivité.

—Soient fEE, A€K. Soit t€A, |Af(1)=|M|f(7)|<|Alllf]l... Par passage au sup a gauche, ||A £|l..<|Al|| f]L. .

10]|,=0, doncsi A=0, =]l f]

1 1 e P z
1 <\;||guw o ||f||<HIMwa e PILFIL<lA flL, done [All£l=ll4 fll, = Homogénéité

— Soient f et gEE. Soit t€ A, |(f+g)( |—|f t)|<|f(t)|+|g(t)|<||f||w+||g||w.
Par passage au sup a gauche, || f+ gHmSHf|L,O+Hg||Oo = Inégalité triangulaire.
— Soit fEE tel que ||f]l,=0. Vi€A, 0<|f(¢)<||f|l.=0, donc|f(z)=0, donc f(¢)=0 = Séparation.

w, €tsi A#0, onpose A f=g€EE < f:%g.

On a alors

1.2.5. Normes de la convergence en moyenne et de la convergence en moyenne quadratique

Définition : Définition :
Soit I un intervalle non réduit a un point de R. Si f€L,(I), onnote ||f||1=j'1|f|_
Onnote L,(I)={f€#’(1,K) tel t intégrable sur 1. ,
nnote L,(I)={f (1,K) tel que f est intégrable sur I} Si feL,(1), onnote [[f],= /f1|f|2.

Onnote L,(I)={f€#°(I,K) tel que | [ est intégrable sur 7).



Lemme :
‘ L,(I) est un sous-espace vectoriel de z°(I,K).

Preuv_e»:
_OEELZ(I)
—Si feL,(I) et A€K, AfeL,(I)
—Soit (f,g)€L,(1F. |f+g=|f[ +]sl +2%Re(F g) <[/ +|s7+2]F ]
De plus (2[f]"+2[sf) = (|7 +lgl —2I/1lsl)=[F +lg[ -2IAlel=(A- lgl >0
Donc |f|2jL |g|2+2 |f||g|<2|f|2+2|g|2, ainsi | f +g|2 est intégrable sur / par théoreme de domination.

Théoréeme :
|| |l; est une norme sur L,(7) appelée norme de la convergence en moyenne sur I .

|| |, est une norme euclidienne sur L,() appelée norme de la convergence en moyenne quadratique sur /.

1.3. Boules et spheres

Définition :

Soient (E ,
1. On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r>0 l'ensemble % (a,r)={x€E tel que ||x—al|<r}.
2. On appelle boule fermée de centre a et de rayon >0 l'ensemble Z(a, r)={x€E tel que ||x—al|<r}.
3. On appelle sphere de centre a et de rayon =0 l'ensemble .7 (a, r)={x€E tel que ||x—al|=r].

[l) un espace vectoriel normé, a€E, reR,.

Si a:(ﬁ et r=1, on parle de boule (ouverte ou fermée) unité et de sphere unité.

Définition : A
Soit ACE tel que A# 4. On dit que A est une partie bornée

de E pour la norme || || si 3r=0 tel que AcRB(0,,7),
c'est-a-dire si Ar=0 tel que Vx€A, |[|x||<r.

Exemple :
Spheres unités pour les normes ||

o L, et]l |, dans R*:

1.4. Normes équivalentes

Définition :
Soient N et || || deux normes sur E .
On dit que N est équivalente a || || si o, 3>0 tels que Vx€E, al/x||<N(x)<p|x|.

1 1
On aaussi Vx€E, EN(x)<||x||<—N(x), donc || || est équivalement & N .
a

Proposition :
Soit x€E, ona |x||,<|x]|,< ﬁ||x||2<n||x||w. Ainsi, les normes usuelles de K" sont équivalentes.

Preuve :
Soit x=(x,,...,x,)€K", Ji,€[1,n] tel que ||x|\w=|xi

0

n n n n
Ainsi [lxll.=|x| < 2 el=lxl=2 1] < \/ P2 b=V xll,
i=1 =1 i=1

i=1 Cauchy-Schwarz '

n
xf<lxll = lxll, < \jZIIXIIi=@IIXIIw
i=1

On a ainsi ||x||.<||x||, <Va|x|,<n|x|l., cequiprouve que || | et ||, sont équivalentes.

Or Vie[l,n],

— 1 ..
||x||1<\/;||x||2 et ||x||2<\/;||x”w<\/n“x“1 = ﬁ||x||2<”x”1<\/;l”x”2 = ” ||2 et H ||1 sont equlvalentes~



Théoreme (admis) :
Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

En dimension infinie, ce résultat est faux.

Exemple :
Soit E=#"([0,1],R). On veut montrer que || ||, et || || ne sont pas équivalentes sur E. On utilise des suites
1-nx, st x€ 0,1} | 1 1
d'éléments de E. Soit f,(x)= Lfl=t et =L =] s
0 i 1 } 0 0 2n
, S1 xe ;,1

On raisonne par l'absurde : on suppose que les deux normes sont équivalentes :
x _— 1
A(a,B)eR telque V¥ f€E, al fIl,<|fll.<BlIfll,, eten particulier pour f, : 2i< 1 SR
n

En faisant tendre n vers +o, on obtient 1<0, ce qui n'est pas. Ainsi || ||, et || ||, ne sont pas équivalentes dans E.
Dans le cas de E=%" ([0,1],R), on peut utiliser x+ x", les fonctions « a pics » comme celle utilisée, ou encore

les fonctions trigonométriques x+ sin(nzx).

2. Suites vectorielles

||) désigne un espace vectoriel normé, et (x,)EE".

Dans cette partie, (E,|

2.I. Suite convergente

Définition :

Soit /EE. On dit que la suite (x,) converge vers [ au sens de || || si (||x,—!||) converge vers 0.
On dit alors que [ est limite de la suite (x,) pour la norme || ||. On note /=lim x,.
n— o
Remarque :

La notion de convergence d'une suite dépend de la norme considérée.

Proposition :
‘ Si (x,) converge dans (E ,|

), sa limite est unique.

Preuve :
Supposons que (xn) converge vers [ et [’, ou [ et !’ sont deux éléments distincts de E .

limx,=l < |lx,~I| > 0 < Ve>0, ANEN telque V=N, |x,~I|<e
o & Ve>0, INEN telque Vn=N, x,€B(l,¢).

De méme, x,€%(l’,e). Or I#1’ donc ||l —I’||>0. On choisit e:||l_21,||>0.
ANEN tel que Va=N, ||x,—I||<eet AN'EN telque Vn=N", ||x,—1’||<e.

Soit n=max(N,N’). [I-U'||=|(1—x,)+(x,—1")|| < 2e=|I-1’
On obtient 0<||/—1’||<||l—1’|]| Impossible, donc [=1".

2.2. Propriétés algébriques

Proposition :

‘ Si (x,) converge vers [ pour lanorme || ||, alors (||x,||) converge vers ||||.

Preuve :
Ilx JI=11ll|<[lx,=ll — 0, donc par encadrement (Ilx,[[=l7]]) converge vers 0.
n—oo



Proposition :
‘ Si (xn) converge dans (E,

), elle est bornée. La réciproque est fausse.

Proposition :
Soient des suites (x,) et (y,)€EE", (A,u)€K®. Si (x,) converge vers [ dans (E,|| ||) et (y,) converge vers L
dans (E,| ||), alors (Ax,+uy,) converge vers Al+uL dans (E,|| ||).
Proposition :
Soient (/ln)EKN convergente vers A €K, et ()cn)EEN convergente vers [ dans (E,|| [|).
Alors (4, x,) converge vers Al dans (E,|| |).

Preuve :

12, x, = A1l[=[%,

n n n n

—A A L=21 < ||A,x, =4 1|+]|A,1—A1||=

WXy [ x, [+
—21]| = 0.

Ari’l

3,1l = 0

Par domination ||4,x

n

2.3. Suites extraites

Définition :
‘ Une suite (y,)€E" est dite extraite de (x,) si 3¢ : N >N strictement croissante telle que ¥V n€N, V=X )

Proposition :
‘ Si (x,) converge vers [ pour ||

, toute suite extraite de cette suite converge aussi vers [ pour || |.

Proposition :
‘ Soit (x,)€E" telle que IEE tel que Xy, 2 letx,, = 1. Alors x, — [.

2.4. Suites de Cauchy

Définition :

H On dit que la suite (x,) est de Cauchy pour || || si Ve>0, INEN telque Vn=N, Vm=N, ||x, —x,|<e.
Propriété :

‘ (x,) estde Cauchy < Ve>0, INEN telque Vr=N, VpeN, |[x,, —xl<e.
Proposition :

‘ Si (x,) converge dans (E || ||) vers I[EE, alors (x,) est de Cauchy.
Preuve :

Soit e>0. INEN tel que Vn=N, |xn—l||<§. Soit (m,n)EN” tel que m>N et n=N .

o, =x,[I=l0x, =0 +(=x ) < [lx,=l+i=x,]l < e.
3 3

Définition :

| Un espace vectoriel normé est dit complet pour || || si toute suite de Cauchy pour || || est convergente pour || ||.
Remarque :

Tout espace vectoriel normé n'est pas complet.

Théoreme (admis) :
Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet.




Définition :
Soit (u, )€ K". On dit que la série Z u, vérifie le critere de Cauchy pour les séries si Ve>0, INEN

n+p

Z”k

k=n+1

telque Vn=N, Vp=1, <eg.

Propriété :
‘ La série Z u, vérifie le critére de Cauchy < (S,) est de Cauchy.

Proposition :
‘ Toute série numérique vérifiant le critere de Cauchy converge.

Proposition :
£ : N N
‘ On retrouve le théoréme : Si Y u, converge absolument, alors Y u, converge, ot (u,)€K".

Preuve :
n+p n+p
Soit e>0. Soit n€N et peN". Z THES Z |un‘. Par hypothese, Zun converge, elle vérifie donc le critere de
k=n+1 k=n+1
n+p n+p
Cauchy. INEN telque Vn>N, VpeN", D |ul<e. Ainsi Vn>N, VpeN", | > ul<e,
k=n+1 k=n+1

donc Z u, vérifie le critere de Cauchy, donc converge.

Proposition :
Soit (x,)€E". On suppose qu'il existe (a,)ER" telle que In,EN tel que Vn>n,, VpeN”, |x
et a, — 0. Alors la suite (x,) est de Cauchy pour || ||.

n—ow

n+p_xn||<an

Preuve :
Soit e>0, AN€EN telque Va=N, 0<a,<e. Soit N’:max(N,nO).

Vn=N’, VpeN, |x,,,—x,l<a,<e, donc (x,) estde Cauchy pour || .

2.5. Convergence des suites et normes équivalentes

Théoréme :
Si N et || || sont deux normes équivalentes de E,
(x,) converge vers [EE pour N < (x,) converge vers [ pour || ||.

Preuve :

Ja,B>0 tels que VXEE, aN(x)<|x]|<BN(x)
= : Par hypothese, (x,) converge vers [ pour || |

, cest-a-dire ||x,—{|| -0

n

Or VneN, 0<N(xn—l)<l||xn—l , et l||)c”—l|| — 0, donc N(x,—1) — 0 par théoréme d'encadrement.
a a n—oo S0

< : Par hypothese, (x,) converge vers [ pour N, c'est-a-dire N(x,—!/ )n:;O
Or VneN, 0<|x,—I|<pN(x,—1), et [o’N(x”—l)nij, donc ”xn_lH,:wO par théoréme d'encadrement.

Proposition :
Soient || || et N deux normes de E, on suppose que a>0 tel que V x€E, ||x||<aN(x).

Soit (x,)€E", et IEE. Si (x,) converge vers [ pour N, alors (x,) converge vers [ pour || ||.




Proposition :

| Soit E=2"([a,b].K). VfeE, |Ifl<Vb=alfl,<(b=a)llf]..

Preuve :

—soit e, Ifl=f 171 < [ [ 1fF="b=alfl..
=Vielabl, V(g = FOP<IFE s = ],
= b= io=allfl. 1.,

b
fz‘gj'a ||f||i,[a,b]:(b_a)”f”i,[a,b]

Corollaire :
Soit (f,)€?’([a,b],K)" et f€Z°([a,b],K).
—Si (f,) converge vers f pour || ||, alors (f,) converge vers f pour || ||,.
—Si (f,) converge vers f pour || |l,, alors (f,) converge vers f pour || ||,

2.6. Suites composantes

Définition :

Soit E un espace vectoriel normé de dimension p>1. Soit B=(e,, ..,E;) une base de E.

Soit (x,,)EEN. On appelle suites composantes de la suite (x,) dans la base B les suites (x, ;) ot i€[1, p] telles

P
que VneN, xn:an,iE,-.

i=1

Théoréeme :

Soient E un espace vectoriel normé de dimension p finie, B=(e],...,e,) une base de E.

Soit (x,)€ E", onnote (x, ;) les suites composantes de (x,) dans la base B (i€[1, p])

P
Soit [€E tel que I=Zlié'i, alors (x,) converge vers [ dans E < Vi€[l, p], (x,m) converge vers /; dans K.

i=1

Preuve :

P P
On munit E de la norme 1 associée alabase B : si x=), x,&,, alors |[x[|=) |x,
i=1 i=1

On sait que (x,) converge vers [ dans E < (x,) converge vers [ pour || ||.

=1

n,i i

p
= : Par hypothese, ||x,—I|| = 0, c'est-a-dire Z|x — 0. Soiti€[1, p], alors VnEN ona
n—o i=1 n— oo

0<

xnvi—li|<||xn—l||, or ”xn_l“,:wo’ et par théoréme d'encadrement ‘xn,i—li‘ nij = (xm) converge vers [;

< : Soit i€[1, p], parhypothese x,, = [, donc x,,& = 1,& (||x, . &—1éll=|x, —~I|lIE], |x,,~1| = 0).
——
€R

V4

Z 'xn,iei

i=1

P
converge vers Z 1.¢,, donc (x,) converge vers [.

i=1

Par combinaison linéaire de suites convergentes ,

Jo o e
Xk kKX

Mis a jourle 31.01.11
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